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Badanie zjawiska transportu dyfuzyjnego

3.1. Wprowadzenie

Dyfuzja jest to proces transportu materii na skutek przypadkowego ruchu ich sktadnikow
tj.: atomow, czasteczek 1 jondéw. W gazach wszystkie skladniki mieszaja si¢ idealnie 1
mieszanina w efekcie staje si¢ jednorodna, (jednorodnos¢ jest w niewielkim stopniu
naruszana grawitacja). Dyfuzja substancji rozpuszczonej w rozpuszczalniku jest
wolniejsza od procesu dyfuzji w gazach, chociaz charakter procesu jest bardzo podobny.
W ciatach statych natomiast w temperaturze pokojowej dyfuzja zachodzi bardzo wolno.
Mechanizm molekularny dyfuzji moze by¢ latwo zrozumiany poprzez zalozenie, Ze
czastki w gazach 1 cieczach znajdujg si¢ w stanie ,,ruchow termicznych” tj. zderzaja si¢
ze soba wykreslajac zygzakowatg trajektori¢ ruchu od zderzenia do zderzenia. Po
dostatecznie dtugim czasie kazda czastka odwiedza kazdy punkt przestrzeni (doskonale
mieszanie!). Taka zygzakowata trajektoria moze by¢ obserwowana pod zwyklym
mikroskopem, gdy obserwacje dotycza tak zwanej ,czastki Browna” (pylku
kwiatowego, kurzu, czastek polimeru) i jest zwana ,,ruchami Browna”.

Jako pierwszy obserwacje nieregularnych ruchéw matych czastek pytku kwiatowego
unoszacych sie na wodzie prowadzit angielski botanik Robert Brown (1773-1858) w
1827 roku. W pdzniejszym czasie, prace Perrina, Smoluchowskiego, Einsteina,
Langevina, wyjasnily przyczyn¢ ruchow Browna, jako wynik ciagglego bombardowania
czastki Browna przez czastki cieczy bedace w termicznym ruchu. Im mniejsze czastki
Browna, tym ruch bardziej intensywny.

Pelna teoria ruchow Browna znacznie przekracza zakres tego wprowadzenia. Nalezy
jednak wspomnie¢ o podstawowym rownaniu opisujacym dynamike (czyli wiazacym

ruch z dzialajacymi sitami):
ma = -nv + F + (nksT)"? &(t) (3.1)

gdzie nv jest zalezng od predkosci silg tarcia, F jest zewnetrzng silg dzialajacg na czastke
Browna (reprezentuje wktad pola potencjalnego, w ktorym odbywa si¢ ruch, np. pole
elektrostatyczne, grawitacyjne, etc.), &(t) jest sita losowa, ktora reprezentuje losowe
zderzenia czastki Browna z czastkami osrodka. Rownanie (4.1) nosi nazwe réwnania
Langevina.
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Amplituda sity losowej zalezy od energii czastek o$rodka i od tarcia. Zalezno§¢ amplitudy od
energii czastek osrodka ma prosta interpretacje — im wigksza energia, tym wigksze predkosci
czastek i sita oddziatywan przy zderzeniach jest wigksza..

Zalezno$¢ amplitudy sity losowej od tarcia mozna zrozumie¢ w nast¢pujacy sposob — spadek
tarcia oznacza mniejszy kontakt czastki Browna z otaczajagcymi ja czastkami otoczenia, co
pociaga jednak za sobg spadek amplitudy sity losowej (w przypadku granicznym prézni: n=0, ale
amplituda sity losowej réwniez wynosi zero). Wzrost liczby oddziatlywan z czastkami otoczenia
pociaga za sobg wigkszg amplitudg sity losowej, lecz takze wzrost tarcia.

Zakladajac tzw. granicg silnego tarcia, (n\v >> ma) mozna przy uzyciu metod
stochastycznego rachunku rozniczkowego wyprowadzi¢ réwnanie Fokkera-Plancka-
Kolmogorova
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gdzie:

p(x,t)—gestos¢ prawdopodobiefistwa znalezienia czastki w potozeniu x w czasie ¢;
D= kgT/m — wspotczynnik dyfuzji (kg stata Boltzmanna, T — temperatura)
C= F/m — wspotczynnik dryfu;

Rownanie (3.2) jest czastkowym réwnaniem rézniczkowym. Pozwala ono obliczy¢ jak
zachowywac¢ si¢ gestos¢ prawdopodobienstwa potozenia czastki Browna w czasie.
Wilasciwa interpretacja powyzszego rownania jest kluczem do zrozumienia dyfuzyjnego
transportu masy. Pierwsza 1 najwazniejszg, jest ta, ze p(x,t) jest odpowiednikiem
koncentracji w postaci ulamka. Ta rownowaznos¢ wydaje si¢ by¢ oczywista, jesli
wezmiemy pod uwage hipotezg ergodyczng tj. rGwnowazno$¢ dwoch srednich: $redniej
po czasie (jedna czastka obserwowana w dostatecznie dlugim czasie) i1 $redniej po
populacji (wiele czastek nie oddzialujacych ze soba obserwowanych w krotkim czasie).
Bazujac na tym mozemy wykorzysta¢ rownania na ewolucje¢  gestosci
prawdopodobienstwa dla jednej czastki Browna do analizy ewolucji pola stezen.

Wspoéleczynnik dyfuzji jest miarg efektywnoSci procesu dyfuzji i jest roéwny:
D= %5 2 /T lub D= %5 -, gdzie  to dtugos¢ skoku, T jest czasem trwania skoku, v

jest predkosciag losowo poruszajacej si¢ czastki.
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Wspoétczynnik dryfu rowny: C = (p — q)é jest miarg sily pola potencjalnego, ktore
T

powoduje, ze poruszajaca si¢ czastka preferuje jeden z kierunkdéw ruchu w zaleznosci od
pola (ciezsze czastki poruszaja si¢ zgodnie z polem grawitacji, jony poruszajg si¢ zgodnie

z kierunkiem pola elektrycznego, itd.)

W wykonywanym ¢wiczeniu wybrano uktad: esencja herbaciana w wodzie, gdzie nie ma
aktywnego pola zewnetrznego, w zwiagzku z czym C =0 (pole grawitacji jest zbyt slabe
by wplywa¢ na ruch czastek herbaty). Konsekwentnie zatem, mamy nastepujace

rownanie ewolucji dla pola koncentracji czgstek esencji:

2
%zDﬁ_j, 0<x<l t>0 (3.3)
ot ox
c(x,0)=0 (3.4)
c(0,6)=1 (3.5
oc
Zl =0 3.6
Pl (3.6)

gdzie: L - wysokos¢ stupa herbaty w cylindrze.

3.2. Pomiary

a) Napelni¢ cylinder miarowy na 1000ml wodg do objetosci okoto 800ml. Do biurety
nala¢ okoto 30ml wody. Poprzez otwarcie kranika woda z biurety sptywa do cylindra,
wypeltniajac gumowy waz 1 wypychajac pecherzyki powietrza.

b) Do biurety nala¢ 50 ml esencji , otworzy¢ bardzo wolno kranik biurety pozwalajac na

sptywanie substancji do cylindra. Wszystkie czynnos$ci nalezy wykonywac¢ bardzo
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ostroznie 1 wolno, tak aby na dnie cylindra powstata wyrazna warstwa herbaty
(wysokos¢ warstwy okoto 0.8 cm).

c) Nalezy mierzy¢ wysokos¢ L jaka zostanie osiaggnigta przez front herbaty po 24, 48, 72
196 godzinach.

d) Wyniki zebra¢ w tabeli

Numer pomiaru | Czas [s] Wysokos¢ stupa herbaty [cm]
1

2
3
4

3.3 Wyniki, obliczenia i niepewno$¢ pomiaru

2

W celu obliczenia wspotczynnika dyfuzji D [cm } korzystamy ze wzoru na tzw. Sredni
s

czas pierwszego przejscia <FPT > Jest to czas, po ktérym front herbaty osigga pewna

wysokos$¢ L:

L2
FPT)= 3.7
< > 12D 37
Z réwnania (3.7) rysujemy liniowa zalezno$¢ L* od <FPT > :
‘L
4
F
1
tg4012 D
4
T »
5 10 15 20 25 30 35 40

<FPT> [s]10*
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L* = 12D<FPT> (3.8)

W celu obliczenia wspotczynnika dyfuzji nalezy uzy¢ metody regresji liniowe;.

Na podstawie danych zgromadzonych w tabeli mozna réwniez wyliczy¢ $rednig wartosé
wspolczynnika dyfuzji D, a nastepnie porownac z wartoscig wyznaczong metoda regresji

liniowe;.

Wyznaczy¢ niepewnos$ci pomiaru dla wspoétczynnikéw dyfuzji obliczonych oboma

sposobami.

3.4 Program dyfuzja.jar

Program umozliwia rozwiazywanie rownania dyfuzji za pomoca dwoch metod: symulacji
metoda btadzenia przypadkowego i za pomocg catkowania réwnania rézniczkowego
metodg roznic skonczonych w schemacie jawnym.

Bladzenie przypadkowe wykorzystuje analogie prostego procesu stochastycznego -
czastek, ktére w kolejnych chwilach czasu moga wykonywaé skok o dx w lewo lub w
prawo do procesu dyfuzji. Zwigzek wyprowadza si¢ nastgpujaco:  jesli
prawdopodobienstwo skoku w prawo to p, skoku w lewo to ¢, to prawdopodobienstwo
znalezienia czastki w pozycji (x,t+dt) - P(x,t+dt) mozna wyrazi¢ jako:

P(x,t+dt)=P(x-dx,t)p+P(x+dx,t)q (3.11)

Rozwijajac lewa strong rownosci w szereg Taylora wzgledem czasu, a prawa wzgledem
potozenia, uzyskujemy:

P(x,t)+0P(x,1) /0t At = P(x,t)(p+q)-(p-q) OP(x,t) /ox Ax+(p+q)/2 °P(x,t) /ox° Ax  (3.12)
Przyjmujac p+q=1, po prostych przeksztatceniach, uzyskujemy:
OP(x,1) /0t = -(p-q) Ax/ At OP(x,t) /ox +Ax’/ 2At 6°P(x,1) /ox’ (3.13)

Jest to roéwnanie dyfuzji z wspoiczynnikiem dryfu rownym C=(p-q) Ax/ At oraz
wspotczynnikiem dyfuzji

D= Ax’/ 2At. (3.14)
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Rozwiazywanie rownania dyfuzji w schemacie jawnym polega na przyblizeniu
pochodnych za pomoca skonczonych ilorazéw réznicowych (krocej: rdznic - stad nazwa
metody: metoda rdznic skonczonych). Roéwnanie dyfuzji (bez dryfu)

OP(x,t) /ot = D &°P(x,t) /ox° (3.15)
mozemy w tym uktadzie zapisa¢ jako:
[P(x,t+A1)-P(x,0)]/ At = D [P(x+Ax,t)-2P(x,t) + P(x-Ax,1)]/ AxX’ (3.16)

(sposéb zapisania drugiej pochodnej moze wydawac si¢ nieoczywisty, lecz to jest
doktadnie ten wzor jaki uzyskamy, stosujagc dwukrotnie iloraz rdznicowy: raz by
uzyska¢ pierwsza pochodng P, a nastgpnie po raz kolejny by obliczy¢ "pochodng z
pochodnej", czyli drugg pochodnag z P).

Stabilnos$¢ schematu r6znicowego

Sposob obliczania pochodnych powoduje, ze tatwo obliczy¢ P w kolejnej chwili czasu,
znajac rozktad w chwili biezacej. Jednak ta tatwos$¢ obliczeniowa to koniec zalet tego
zapisu roznic skonczonych. Okazuje si¢, ze rozwigzania sg wrazliwe na dlugos¢ kroku
At: jesli jest on zbyt duzy, to rozwigzanie staje si¢ niestabilne i drobne bledy (np.
zaokraglen) propaguja si¢ do nieskonczono$ci, niszczac rozwigzanie (stabilne sg
schematy réznicowe, w ktorych pochodna przestrzenna zalezy od t+A¢ chwili czasu, ale
to mocno komplikuje obliczenia).

Jak okresli¢ stabilno$¢ schematu rdéznicowego? Pami@tamy poje;cie szeregu Fouriera.
Dowolny sygnal mozna zapisa¢ w postaci sumy sinusOw i1 cosinusow. Pamlc;ta_]qc wzor
Eulera ¢*=cos(kx)+isin(kx), mozemy stwierdzi¢, ze zamiast sumy sinusow i cosinusow,
mozemy tez wykorzysta¢ sum¢ zespolonych eksponent. Poniewaz eksponenty tatwo
rézniczkowaé, wykorzystamy to ponizej. Zatézmy, ze blad reprezentowany jest wlasnie
takim czynnikiem eksponencjalnym o amplitudzie 4, Ae™ i podstawmy go do naszego
schematu réznicowego:

P(x,t+At) = P(x,t) + D [P(x+Ax,1)-2P(x,t)+P(x-Ax,t)] At / AxX’ 3.17)
A(t+At )e™ = A1) € [1 + D ™2+ ™ ) At/ AX] (3.18)
Zwracam uwage, ze po prawej stronie czynnik A(z) €™ byt wspolny dla obydwu
sumowanych cztonow i dlatego zostat wyjety przed nawias (prosze przypomniec sobie co
oznacza wystgpowanie sumy w wyktadniku eksponenty w pochodnej po potozeniu).
Upraszczajac powyzsze, wykorzystujac w nawiasie wzor Eulera 1 nieparzystos¢ funkcji
sinus, uzyskujemy:

A(t+At) = A(t) [1 + D (2coskAx-2) At/ AxX] (3.19)

A nastepnie,
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A(t+At )JA(t) = 1 + 2D (coskAx-1) At/ Ax° (3.20)

Jesli stosunek |A(t+At )/A(t)|>1, to blad ulega wzmocnieniu i w szybkim czasie narasta
do nieskonczonosci. Dla uzyskania stabilno$ci musimy zatem mie¢ |A(1+At )/A(t)|<I.
Kiedy to jest mozliwe? W nawiasie okraglym mamy wartos¢ z przedziatu (-2,0), ktora
jest mnozona przez 2DAt / Ax’. Wynik (ujemny) dodawany jest do jedynki. Wniosek z
tego taki, ze od strony wartosci dodatnich, iloraz |4(#+At )/A(t)| jedynki nie przekroczy.
Natomiast aby nie przekroczyt jedynki od strony wartosci ujemnych, musimy zazada¢ by

2DAt/AX < 1 (3.21)
Stad, warunek stabilnosci to:

At<AX’ /2D (3.22)
Praca z programem dyfuzja.jar

Program oferuje mozliwo$¢ ustawiania szeregu parametrow symulacji w okienkach pol

tekstowych. Sa to, kolejno:

e Krok czasowy df - odstep czasu w ktorym w symulacji wyznaczany jest nowy rozktad
gestosci na podstawie rozktadu poprzedniego. W przypadku symulacji w schemacie
jawnym, wielkos¢ tego kroku decyduje o stabilnosci, a w przypadku btadzenia
przypadkowego, krok dt wyznacza odleglo$s¢ dx miedzy weztami siatki symulacji
(dlugos¢ skoku btadzacych czastek). Dzieje si¢ tak z powodu konieczno$ci
utrzymywania relacji D=dx’/2dt.

e Krok przestrzenny dx - mozliwy do ustawiania jedynie w symulacji w schemacie
jawnym. Oznacza odstep dx migdzy kolejnymi warto$ciami ggsto$ci, prezentowanymi
na ekranie. Nalezy pamigtac, ze powigkszajac doktadno$¢ rozwigzania (zmniejszajac
dx), trzeba zadba¢ o stabilno$¢ schematu obliczeniowego dobierajac odpowiednio
mate dt.

e Dlugos¢ - umozliwia ustalenie rozmiaru przestrzeni w ktorej zachodzi dyfuzja (np.
dhugosci cylindra).

e (Czas catkowity - umozliwia okreslenie w ktérym momencie zakonczy¢ symulacje.

e  Wspdltczynnik dyfuzji - umozliwia podanie wspotczynnika dyfuzji badanego uktadu.

e [los$¢ czastek w bladzeniu przypadkowym - umozliwia ustalenie poczatkowej ilosci
czastek wykorzystywanych w btadzeniu przypadkowym. Im wigksza liczba czastek,
tym gladsze rozwigzania (tym tatwiej obliczy¢ gesto$¢ z dyskretnej ilosci czastek w
danym wezle).

e Stezenie na lewym brzegu - umozliwia ustalenie lewego warunku brzegowego, tj.
stezenia w punkcie x=0. Podajac warto$¢ ujemna, zadaje si¢ warunek odbijajacy
(strumien w tym punkcie bgdzie rowny zero).

e Stezenie na prawym brzegu - umozliwia ustalenie prawego warunku brzegowego,
analogicznie jak na lewym brzegu.

e Dryf - umozliwia ustawienie dryfu w symulacji btadzenia przypadkowego. Dryf
zadajemy podajac roznice (p-q).
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Ilo§¢ wyswietlanych krzywych - wumozliwia okreslenie ilosci krzywych
wyswietlanych na wykresie. Aby nie zaciemnia¢ wynikow, dobrze jest ten parametr
utrzymywac tak niskim, jak to mozliwe. Rozsadna warto§¢ domyslna zostata ustalona
na 10 - oznacza to rysowanie krzywej w odstgpach czasu rownych jednej dziesiatej
czasu catkowitego.

Ponadto, daje do dyspozycji przetacznik rodzaju symulacji: btadzenia przypadkowego
lub schematu jawnego.

Program zajec:

1.

Uruchomi¢ symulacj¢ z warto$ciami domys$lnymi w schemacie jawnym (dt=1E-5).

2. Uruchomi¢ symulacje z wartosciami domy$lnymi w metodzie btadzenia

10.

11.

przypadkowego (mozesz zechcie¢ zwigkszy¢ krok dt do 1E-4 aby przyspieszy¢
obliczenia kosztem nieco gorszej rozdzielczosci wynikow). Zaobserwowac
podobienstwa, roznice, gradient koloru w symulowanym ,,cylindrze z herbata".
Przetaczy¢ si¢ na analize¢ w schemacie jawnym. Zmieni¢ krok dt tak, aby nieznacznie
naruszal stabilno$¢, np. dla wartosci domyslnych, mozna przyja¢ dt=5.01E-5.
Zaobserwowac zachowanie rozwigzan. Poeksperymentowac z symulacjg 1 sprawdzic¢
co dzieje si¢ przy wiekszych 1 mniejszych wartosciach dt.

Przej$¢ do bladzenia przypadkowego. Ustawi¢ dt=1E-4. W celu obserwacji dryfu,
proszg ustali¢ (p-q)=0.2. Zaobserwowac ,,travelling wave".

Przy wlaczonym dryfie, zmieni¢ st¢zenie na lewym brzegu do 0.1, a prawy brzeg
ustawi¢ na odbijanie (-1). Zaobserwowac¢ wyniki.

Wylaczy¢ dryf (p-q)=0. Ustawi¢ obydwa warunki brzegowe na odbijanie (=-1).
Wilaczy¢ przycisk "warunek poczatkowy". Pojawi si¢ szereg suwakow, obrazujacych
stezenie w cylindrze w chwili t=0. Ustawi¢ srodkowy suwak na maksimum. Ustawi¢
dt=5E-3. Wlaczy¢ symulacje. Nalezy zaobserwowac jak powstaje krzywa rozkladu
normalnego (rozkladu Gaussa).

Przetaczy¢ si¢ na analize w schemacie jawnym. Ustawi¢ dt=1E-5, nalezy obserwowac
jak powstaje krzywa Gaussa.

Ustawi¢ jeszcze jeden suwak na maksimum w ,,warunku poczatkowym”. Nalezy
obserwowac jak powstaje krzywa rozktadu Gaussa.

Ustawi¢ wszystkie suwaki w “warunku poczatkowym” na maksimum, warunki
brzegowe ustawi¢ na zero. Maksymalny czas symulacji ustawi¢ na 1E-1.
Obserwowac proces desorpcji.

Ustawi¢ wszystkie suwaki w “warunku poczatkowym na zero, a nastgpnie warunki
brzegowe ustawi¢ na warto$¢ 1. Obserwowac proces sorpcji.

Nalezy sprobowaé¢ zasymulowaé¢ doswiadczenie z esencja z herbaty. Ustawié
odpowiedniag wysoko$¢ L, wspolczynnik dyfuzji, czas doswiadczenia (nalezy
przeliczy¢ dni na sekundy).Ustawi¢ na lewym brzegu warto$¢ st¢zenia 1, na prawym
brzegu 0 lub -1 ($cianka odbijajaca). Nalezy sprawdzi¢, czy zmiany st¢zenia na
prawym brzegu zaklocaja wynik.
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3.5 Pytania

1. Zdefiniuj pojecie dyfuzji. Podaj pierwsze 1 drugie prawo Ficka, omow
wystepujace w nich wielkosci, podaj ich jednostki.

2. Wyprowadz II prawo Ficka.

3. Czym sa ruchy Browna i jaka jest przyczyna tego zjawiska?

4. Co modeluje i na czym polega proces btadzenia przypadkowego? Jak powigzac
go ze zjawiskiem dyfuzji?

5. Wyprowadz wzor na rdéznice skonczong zastgpujaca druga pochodng w rownaniu
(3.16).

6. Na czym polega zjawisko dryfu? Czym moze ono zosta¢ spowodowane? Jak
ujmuje si¢ je w symulacji btadzenia przypadkowego?

7. Sformutuj zagadnienie opisujace proces dyfuzji barwnika w cylindrze (3.3-3.6).

Omoéw rolg warunkow brzegowych w tak postawionym zagadnieniu.

o]

. W jakim celu do rozwigzywania réwnan rézniczkowych stosuje si¢ metody
numeryczne? Jakie sg ich przewagi/stabe strony w poroéwnaniu z metodami
analitycznymi?

9. Dlaczego w rownaniu Langevina pojawia si¢ sita losowa?

10. Omow réwnanie Fokkera-Plancka-Kotmogorova
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